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Chapitre 3
Espaces de Hilbert

3.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire

Dans ce chapitre K = R ou C.

DEFINITION
Soient E et F deux espaces vectoriels sur C; une application f : E — F est dite
antilinéaire si, pour tous x, y € Eettout A € Cona f(x+y) = f(x)+ f(y) et

f(Ax) = Af (x).

REMARQUE
La composition d"une application linéaire et d"une application antilinéaire est une
application antilinéaire.

La composition de deux (ou d"un nombre pair) d’application antilinéaires est une
application linéaire.

DEFINITION

Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme sesquilinéaire (a droite) sur E
une application ¢ : E x E — K telle que, pour tout y € E, application x — ¢(x, y)
soit linéaire et telle que pour tout x € E, application y — ¢(x, y) soit antilinéaire.

Remarquons que si K = R, une forme sesquilinéaire est une forme bilinéaire. Rap-
pelons q

u’une forme bilinéaire ¢(x, y) sur un espace vectoriel complexe (respectivement
réel) est dite hermitienne (respectivement symétrique) si, pour tous x, y € E, on a

@(x, y) = ¢(x, y) (respectivement ¢(x, y) = ¢(x, y)).
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PROPOSITION (IDENTITE DU PARALLELOGRAMME)
Soit ¢ : E x E — K une forme sesquilinéaire alors, pour tous x, y € E :

p(x+y, x+y)+olx—y x—y) =2(px, x) + ¢y, y))-

Démonstration: Des propriétés d’une forme sesquilinéaire on a le développements
suivants :

p(x+y, x+y) = x)+ox y)+ oy x)+ o y), (3.1.1)

px—y, x—y)=¢(x, x) —¢(x, ) — oy, x) + ¢y, v), (3.1.2)
pour tous x, y € E et la somme membre a membre donne le résultat. [

PROPOSITION (IDENTITE DE POLARISATION)
Soit ¢ : E x E — K une forme sesquilinéaire alors pour tous x, y € E :

1)
20(x, y) + oy, x)) =px+y, x+y) —px—y, x—y).

2) SiK = R et ¢ est symétrique :
4o(x, y) = p(x+y, x+y) —9(x—y, x—y).
3) SiK =C:
4p(x, y) = o(x+y, x+y) —o(x—y, x—y) +ip(x+iy, x+iy) —ip(x — iy, x —iy)

En particulier, pour connaitre une forme sesquilinéaire ou une forme bilinéaire
symétrique ¢ sur E, il suffit de connaitre ¢(x, x) pour tout x € E.

Démonstration: 1) La différence membre a membre des équations 3.1.1 et 3.1.2 donne
le résultat.
2) Dans 1) on remplace ¢(y, x) par ¢(x, y).

3) Soit Uy I'ensemble des racines 4iéme de 1'unité, i.e. Uy = {1, —1,i, —i}, alors la
somme a droite de 'égalité s’écrit > {p(x + Cy, x +{y).
¢ely
Les propriétés d'une forme sesquilinéaire, donne :

@(x+ 8y, x +Cy) = o(x, x) + @(Qy, x) + @(x, Ty) + ¢(Cy, Cy) =
= ¢(x, x) + oy, x) +To(x, y) +Llo(y, y), Vx, y € E, L € C.

Si € Uy, alors ¢ = 1 et le développement précédent donne

Co(x+2y, x +y) = Co(x, x) + oy, )+ o(x, y) + Loy, v),
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et en prenant la somme sur { € Uy on aura:

S To(x+ly,x+3y) =

¢elUy
(X D+ X A +ey)( X D+ely( X o),
¢elUy C€U4 gely gely
et en utilisant les identités > ¢ = > ¢? = 0, on obtient l’égalité. =
¢ely ¢elUy

3.1.8 COROLLAIRE
Soient E un espace vectoriel complexe et ¢ une forme sesquilinéaire sur E; les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) ¢ est hermitienne;

2) pour toutx € E,ona ¢(x, x) € R.

Démonstration: Si ¢ est hermitienne ¢(x, x) = ¢(x, x), d’ot1 ¢(x, x) € R.

Pour montrer la réciproque, on pose ®(x, y) = ¢(x, y) — ¢(y, x). Alors P est
une forme sesquilinéaire. Par hypothése, pour tout x € E, ®(x, x) = 0 et par la
proposition 3.1.6, ® est nulle i.e. pour tous x,y € E, ¢(x, y) = ¢(y, x). n

3.1.10 REMARQUE
Si ¢ est hermitienne alors, pour tous x, y € E:

p(x+y, x+y)=¢(x, x) +2Rep(x, y) + ¢y, y),
p(x—y, x—y)=¢(x, x) = 2Imo(x, y) + ¢y, ¥)-

3.1.11 DEFINITION
Une forme hermitienne ¢ sur un espace vectoriel E est dite positive si, pour tout
x € E,lenombre ¢(x, x) > 0.

3.1.12 PROPOSITION (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soit E un K-espace vectoriel et ¢ une forme hermitienne positive sur E, pour tous
x,y€ Eona

lp(x, ¥)I* < o(x, x)o(y, v).
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Démonstration: Soient x,y € E et A € K de module 1 tel que Ap(x, y) = |p(x, y)|-.
Pour toutt € R, ¢(Ax + ty, Ax + ty) est positif. Or

@(Ax + ty, Ax + ty) =@(Ax, Ax) + 2t Re p(Ax, y) + t2o(y, y)
=p(x,%) +2t{p(x,y)| + (v, y)

Ce polyndme du deuxieme degré en t est positif pour tout t € R, donc son discri-
minant est négatif ou nul. On aura donc |¢(x, y)[* — ¢(x, x)¢(y, y) <O0. n

DEFINITION

Si la forme hermitienne est définie positive i.e. pour tout x € E — {0}, ¢(x,x) > 0,
on dit que c’est un produit scalaire.

On définit dans ce cas une norme sur E en posant pour tout x € E :

Ix]l = (g(x, x))12

Nous noterons le plus souvent, un produit scalaire par (x,y) et la norme induite
lxll = (2, x))1/2 = V/(x, x).

DEFINITION

Un espace préhilbertien est la donnée d"un K-espace vectoriel E et d’un produit sca-
laire sur E.

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour le norme induite par
le produit scalaire.

REMARQUE
Tout sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertienest un espace préhilbertien.
Tout sous-espace vectoriel fermé d'un espace de Hilbert est un espace de Hilbert.

EXEMPLE. 1) L'espace K" est un espace de Hilbert , ot1 le produit scalaire est dé-
fini par (x,y) = >F_; Ckifi, pour tout x = (&1,- - ,Cn), ¥y = (71, -+ ,1n) € R™.
2) Soit A = (ajj)1<ij<n € #n(R) une matrice hermitienne,
i.e. ajj = aj;. Alors I'application f4 de K x K dans K définie par fa(x,y) =
(Ax,y) est une forme hermitienne.
i) fa est positive si et seulement si les valeurs propres de A sont positives.

ii) fa est un produit scalaire si et seulement si les valeurs propres de A sont
strictement positives.
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3) Soit /2(N,K) = {(&)kenw € KN: 3 [&|? < oo} est un espace de Hilbert muni
k=0

du produit scalaire (x,y) = > &fji-
k=1

4) L'espace de Lebesgue L?([a,b],C) , muni du produit scalaire (x,y) — (x,y) =

b
/ x(t) y(t) dt est un espace de Hilbert. Par contre C([—1,1],C) muni du méme
a

produit scalaire n’est pas un espace de Hilbert; la norme induite n’est pas com-
plete.

Exercice Trouver une suite de cauchy de C([—1,1],C) pour la norme ||.||> quin’y
converge pas.

Deux vecteurs x et y d'un espace préhilbertien E sont dits orthogonaux si
(x,y) = 0, on notera par x L y. Pour deux vecteurs orthogonaux x et y on a
(Théoreme de Pythagore) :
|x + y||? = ||x||*> + ||y]|? Soit y € E un vecteur unitaire (||y|| = 1), la projection de
x € Elelong de y est donnée par x| = (x,y)y et on pose x| = x — x|.. Alors, x|
est orthogonal a x|, car

(x1,x) = (x = (), (x,»)y) = () (xy) — () (xy)(yy) =0
Ainsi d’apres le théoreme de Pythagore :

1 = llaey +x 12 = [l 1+ [P = [ ) 2+ [l )12

d’ottona ||x|| > |{x,y)|. Comme conséquence une nouvelle démonstration de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour une forme hermitienne définie positive i.e.
un produit scalaire :

THEOREME (INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soit E un espace préhilbertien. Alors pour toutx,y € Eona:

(x| < llx[I-[ly

Démonstration: Siy = 0 l'inégalité est évidente. Sinon, on pose z = ﬁ et de ce qui

précede on aura ||x|| > [(x,z)| = |<m>" .

COROLLAIRE
Soit E un espace préhilbertiensur K. Alors
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1. le produit scalaire est forme sesquilinéaire continue.

2. la fonction || - || : E — Ry définie par ||x|| = /(x, x), est une norme sur E.

3. Pour tous x,y € E, on al'identité du parallélogramme :
e+ ylI* + llx = ylI* = 2(/1xII* + llyI|*)

4. On ales identités de polarisation, qui permettent de retrouver le produit sca-
laire & partir de la norme :

(i) Si E est réel alors (x,y) — i (lx+yl2 = Ix = yl1?);
3
(ii) Si E est complexe alors (x,y) = 411 3 i) + iFy) 2.
k=0

Démonstration: Exercice ( les points 3) et 4) sont des cas particuliers des propositions
3.1.4 et3.1.6). .

Les espaces préhilbertiens sont des espaces vectoriels normés particuliers, il
est natural de se demander sous quelles conditions un espace normé est un espace
préhilbertien, c-a-d sous quelle condition une norme est induite par un produit
scalaire.

Ainsi une condition nécessaire pour qu'un espace vectoriel normé sa norme
vérifie I'identité du parallélogramme. En fait cette condition est aussi suffisante :

THEOREME (VON NEUMANN)
Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé.

E est un espace préhilbertien si et seulement si sa norme satisfait 1'identité du
parallélogramme 3.

Démonstration: (voirle TD) . n

EXEMPLE. Soit C" muni de la norme ||.||1, n’est pas un espace préhilbertien.

En effet, si on prend pour x le vecteur tel que x; = 1 et les autres coordonnées
nulles et y le vecteur tel que y» = 1 et et les autres coordonnées nulles, on aura
|xll1 = llylli = 1, et [[x +y|l1 = ||x — y|[1 = 2, qui ne satisfait pas a l'identité du
parallélogramme .
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3.1.26 EXEMPLE. Soient a < b des réels. C([a.b],C), muni de ||.||c n’est pas un espace
préhilbertien.
En effet, on considere les fonctions x,y € C([a,b]) définies par x(t) = 1, y(t) =
=2, t € [a,b]. Alors
[€lloo = [lylleo =1

et
t—a t—a
o — 1 :2/ - o — - == 1,
et e = e 14 5= =2 eyl = max - 5= =1
d’ou [|x +yl% + llx — ylI& # 2([1x11% + lyll%)-

3.1.27 EXEMPLE. L'espace ¢F(IN) (p > 1, p # 2) n’est pas un espace préhilbertien. En ef-
fet,six = (1,1,0,0, - Jety = (1,—1,0,0,- - - ) alors || x||, = ||y||, = 217, lx+ylp, =
|x —y||, = 2. Donc l'identité du parallélogramme n’est pas satisfaite.

Montrons que L!([0,1]) n’est pas un espace préhilbertien. Soit f = Ljo1/2 et
§ =Ly - Alors ||fll1 = llglh = 3 et [f+glh = IIf —glh = 1. Dou1* +1° =
2 £1-2() +2(3)"
3.1.28 Exercice Qu’en est-il de LP([0,1],K) = {x: [0,1] — K : f§ |x(t)|P dt < oo}
pour p € [1,+0c0]?

3.1.29 DEFINITION
Soit (Hy, (, )1 et (Ha, {, )2) deux espaces préhilbertiens.

1. Une application linéaire ® : H; — Hj est une isométrie si: pour tout x € Hy,
1) 2 = [lx]]3-
2. L'application est dite unitaire si elle est en plus bijective.

3.1.30 Exercice Montrer qu'une application linéaire ® : H; — H; entre espaces préhil-
bertiens est une isométrie si et seulement si pour tout x,y € H; ona

(®(x), P(y))2 = (x = y)1-

Tout espace préhilbertienest isomorphe a un sous-espace dense d'un espace de
Hilbert par complétion.

3.1.31 THEOREME
Soit (E, (,)) un espace préhilbertien. Il existe un espace de Hilbert (7, (,)) et une
isométrie linéaire ® : E — 7 tels que ®(E) soit dense dans 7.
On dit que JZ est un complété de E. Ce complété est unique a isomorphisme
isométrique pres.
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Démonstration: C’est une conséquence des théoréemes de complétion d'un espace
métrique et de 1'unicité du prolongement des applications uniformément conti-
nues, voir 1.3.15. [

3.2 Orthogonalité

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour des espaces réels, si x, y sont tous

(xy)
[[x[] Iy

défini par § = cos ! (%) . Pour les espaces complexes, le probleme est plus

les deux non nuls, alors —1 < < 1, et donc l'angle entre x et y peut étre

difficile, comme le produit scalaire (x,y) est a valeurs complexes il n’est pas clair
ce que “angle" signifie dans ce cas. Néanmoins, un cas particulier, trés important,
peut étre considéré, a savoir le cas (x,y) = 0.

DEFINITION
Soit H un espace préhilbertiensur K. Deux vecteurs x, y € H sont dits orthogonaux
si (x,y) =0,etquonnote x_Ly.

On va généraliser cette notion, a des ensembles.

DEFINITION

Soit H un préhilbertienet soit A un sous-ensemble de H. Un vecteur x € H et
I'ensemble A sont dits orthogonaux dans H si x est orthogonal a tout vecteur de
A, qu'on note x L A. L'orthogonal de A est I'ensemble

At ={xcH:x1AY(={xcH:xlaVac A} ={x € H: (x,a) =0, Va c A}),

i.e. I'ensemble A+ formé des vecteurs de H qui sont orthogonaux a tout vecteur
de A (Si A = @alors A+ = H).

Soient M et N deux sous-ensembles de H. M et N sont orthogonaux si pour
toutx € M,y € N, xLy, et quon note M_LN.

EXEMPLE. Si E = R3et A = {(a1,a2,0) : a;,ap € R}, alors A+ = {(0,0,x3) : x3 €
R},

PROPOSITION
Soit E est un préhilbertien.
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1) Pour tout x,y € E
(@) xLly < ||lx+y|?> = ||x||> + |lyl|* si K = R (Le théoréme de Pythagore)
(b) xLly & [x +yl* = [[x]* + lyl* et |lx +iy|]*> = [|lx[|* + [[y[* si K = C.
2) SiB C A, alors A+ C B,

3) A' estun sous-espace fermé de E.

4 Ac (AN
Démonstration: 1. Comme ||x+y|?> = (x+y,x+y) = [|x||*+ (x,y) + (y, x) + ||[y]|* =
[l [I% 4 |y [I>-
2. Soit x € Bt eta € A. Alorsa € B, d’ott {x,a) = 0 pour touta € A, i.e.
x e AL

3. Soit x,y € AL, a,B € K. Alors (ax + By,a) = a(x,a) + B{y,a) = 0, et
ax + By € AL, et donc AL est un sous-espace vectoriel de E. Soit {x,} une
suite de A telle que {x,} converge vers x € E. La continuité du produit sca-
laire nous donne (x,a) = limy,_,«(x,,a) = 0, pour touta € A. Ainsi x € AL

4. Soit a € A. Pour tout x € A+, (a,x) = (x,a) = 0,dotta € (A+) c-ad
AcC (AN ]

PROPOSITION
Soit F un sous-espace vectoriel d"un préhilbertienE. Alors x € F- si et seulement
si |[x —yl|| > ||x|| pour touty € F.

Démonstration: "=" Soit x € F-, pour touty € F, x Ly, et x L (—y). D’apreés (a) du
Lemme 3.2.4, ||x — y|I* = ||| + (= Dyl = [[x|* + [|ly[|* > [|x]*.

"<" Supposons que ||x — y||*> > ||x||> pour tout y € F. Soity € F.Siy = 0 alors
(x,y) = 0.Siy # 0,alors ay € F pour touta € K car F est un sous-espace vectoriel.
Ainsi [|x[|* < [|x — ay|]? = (x —ay,x — ay) = [|x]|* + [a]*[ly]|* — alx, y) — &(x,y).

En posant a = (x,y) /||y||* dans I'inégalité, on aura |<|Téy”21|2 ly||? — |<WH>2|2 — |<|T§y”>2‘2

0, qui donne (x,y) = 0 pour tout y € F\{0}, alors pour touty € F. D'ottx € F'.g
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3.3 Projection hilbertienne et conséquences

THEOREME (PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME)
Soit E un espace préhilbertienet C un convexe non vide et complet de E. Alors
pour tout x € E, il existe un unique g € C, noté Pc(x), tel que

Jx —qll = d(x,C) = inf |lx —a.

De plus, Pc(x) est caractérisé par les propriétés

Pc(x) e C
{ Re(x — Po(x),y — Pe(x)) <0 Wy € C (3.3.1)

REMARQUE
Cette inégalité traduit le fait que I’angle entre les vecteurs x — Pc(x) et y — Pc(x)
est obtus. Par exemple si E = R?, elle se traduit par

(- Pe(a),y— Pe(x))
[x = Pe(@)[lly — ()]

Démonstration: Soit p = inf{||x — al| : a € C}. Par définition de p, il existe une suite
{qn} de C telle que grf Pn = ||x — qn|| = p. Comme C est convexe, il s’en suit
n [e¢]

0.

IN

cos(xPc(x)y)

que 131" € C pour tout n,m € N. D'oit ||x — WH > p pour tout n,m € IN.

L’identité du parallélogramme appliquée a x — g, et x — g;;, nous donne

190 = qull* = (g0 — x) + (x = qu) ||

= 2/|gn — x)* 4+ 2/1x — gull® = | (g — Gm) — 2x]|?

_ qntqm H2 (3.3.2)

= 2llgn — x|+ 2]1x = gul2 = 4 |x = 22

< 202 4203, — 40> ——— 0

n,m——+oo
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Ainsi {g,} C C est une suite de Cauchy, et par complétude de C, elle converge
vers un point g € C. Par suite ||x — gq|| = p. Ce qui donne l'existence de g . Pour
l'unicité, on suppose qu'un g’ € C vérifie ||x — q'|| = p. Alors (9 +¢')/2 € Ccar C
est convexe, et donc ||x — 2(7+¢')|| > p. L'identité du parallélogramme appliquée
ax—q etx—gdonne0 < |lg—¢'|| < 4p*> —4p%> = 0 Alors g’ = g, d’ot1 'unicité.
Enfin, étant donné y € C, pour tout A €]0,1] le vecteur (1 — A)Pc(x) + Ay — x, de
sorte que

0 < [[(1 = A)Pe(x) + Ay — x[|* = [|Pe(x) — x||?
= [[(Pc(x) = x) + Ay — Pc(x)) 1 — [|Pc(x) — x]?
= —2ARe(x — Pc(x),y — Pc(x)) + A%[ly — Pc(x) >

d’ott Re(x — Pc(x),y — Pc(x)) < %Hy — Pc(x)]|?. En faisant tendre A vers 0", on
obtient Re(x — Pc(x),y — Pc(x)) < 0.

Inversement, soit w € C tel que Re(x —w,y —w) < 0, Yy € C, alors on obtient
(1 —A)w + Ay — x||?> — ||lw — x||*> > 0 et en faisant tendre A vers 1~, on obtient
ly — x[|? > ||w — x||?, Vy € C, c-a-d que w = Pc(x). -

En particuliersix =0ona:
COROLLAIRE

Tout ensemble convexe non vide et complet d"un espace préhilbertien a un unique
élément de norme minimale.

REMARQUE
Dans le cas particulier ou E est un espace de Hilbert, C complet est équivalent a C
fermé.

COROLLAIRE
Sous les hypothéses du théoreme 3.3.1 la projection Pc est contractante (ou 1-
lipschitzienne) i.e. pour tous x,y € E, ||[Pc(x) — Pc(y)|| < [|x — /|

Démonstration: En effet, en écrivant x —y = Pc(x) — Pc(y) +x —y — Pc(x) + Pc(y),
et en développant || x — ||, d’apres la caractérisation de la projection, il vient,

Ix =yl = [[Pc(x) = PeW)|I* + [lx =y — Pe(x) + Pe() 1%,

d’ou le résultat. -
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Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est convexe non vide, d’ou

COROLLAIRE (THEOREME DE LA PROJECTION HILBERTIENNE)
Soit F un sous-espace vectoriel complet de I'espace préhilbertienE et soit x € E.
Alors, il existe un unique g € F, noté Prx, tel que

—q|| =d(x,F) :=inf |x — a||.
Ix —gll = d(x, F) := inf |lx ~a]
De plus, Prx est caractérisé par les propriétés

{ Ppxe F (3.3.3)

(x — Prx,y) =0, Yy e F

Démonstration: L'existence de Pr est assuré par le théoreme précédent. Il reste a
établir la caractérisation. Soit x € H et ¢ = Prx. Pour touty € F, y+q €
F en appliquant la caractérisation du théoréme précédent, on a Re(x —gq,y) =
Re(x—gq,(y+q) —q) < 0Enremplacant y par —y, iy et —iy on obtient Re(x — g, )
0 pour tout y € F.Inversement, si Re(x —w,y) = 0,Vy € F, pour un certainw € V,
alors Re(x —w,y —w) = Oet ||(1 — A)w+ Ay — x||> — ||w — x||> > 0 et en faisant
tendre A vers 1~, on obtient ||y — x||> — ||w — x||> > 0,Vy € F, c-a-d que w = Prx.m
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Approximation dans les espaces préhilbertiens

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de dimension finie
n. Soit x € E, il s’agit de déterminer u € F qui minimise ||x —y||, v € F, ie.
la meilleure approximation de x dans F. Le téoreme de la projection donne, u =
Pr(x), qui est caractérisé (voir 3.3.3), par (x —u,y) = 0, pour tout y € F. On va
montrer que ce probleme se ramene a la résolution d’un systeme linéaire.

On fixe une base B = {¢1,...,¢n} de F. Dans ce cas, pour tout x € E, le
probléme de déterminer la projection de x sur F, revient a résoudre

—\h .h: i
{ Trouver u = "' ; u;¢p; € F solution de (3.3.4)

Au =B

ol A = (a;j)1<ij<n avecaj; = (¢;, ¢;), est la matrice de Gram du produit scalaire
(x, 4)1>
dans la base Z et B = :
(X, Pn)

En effet, la caractérisation 3.3.3 (x — u,y) = 0, Yy € F est équivalente a : pour

toutj € {1,...,n}, (u— L wid;, ¢;) = 0ie XL ui(¢i, @) = (x,¢;) qui n'est
autre que le systeme d’équations Au = B.

PROPOSITION
L'erreur d’approximation de x par u = Pr(x) est égale a

1
2

d(x,u) = ||lx —ul| = <||DC||2 - éui<x,¢i>)

Démonstration: En effet ||x —u||> = (x —u,x —u) = (x,x —u) = (x,x) — (x,u). m
Exercice Montrer que la matrice de Gram est définie positive.

EXEMPLE (APPROXIMATION PAR LES MOINDRES CARRES.). Soit n nombres réels stric-
tement positifs p; > 0,i € {1,...,n} fixés, appelés "poids”. Etant donné un nuage
de n points (x;,y;)1<i<, de R?, que 'on désire “ajuster” au mieux par une droite
affine, par rapport a la norme et relativement aux poids.

On cherche alors a minimiser la fonction f : R> — R, définie par f(s,t) =

n
> i (yi —sxi — 1?)2 . On va utiliser pour cela le résultat sur les projections hilber-
i=1

tiennes.

On prend pour H 'espace des fonctions définies sur ’ensemble fini {x1, ..., x, }
et a valeurs dans R, i.e. H = {f : {x1,...,x,} — R}, et comme produit scalaire
I'application définie par :

(f,8) = En: pif (xi)g(x;) pour tous f, ¢ € H
i=1
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Exercice Montrer que (H, (,)) est un espace de Hilbert

Comme on veut approcher ce nuage de points par des droites affines, on va
choisir pour F I'espace vectoriel des droites affines,i.e. F = {f € H|3c,d € R, f =
cp1+dgo} ot go(x) = 1et¢r(x) = x pour tout x € {x1,...,x,}.

La fonction qui nous intéresse est la fonction f € H définie par f(x;) = y; et sa
projection sur F, Prf = a¢; + by est solution de

(ot o) (5) = ()

ce qui revient a résoudre le systeme

n n n
Z Pixiz Z piXi Pi%‘xiz
i=1 i=1 ( > _ | =1
n n b n
Z piXi Z pi piVi
i=1 i=1 i=1
d’ou
n n -1 n
Z Pixiz Z piXi Z Pi]/ixzz
_ | i=1 i=1 i=1

(Z) - n n n
dopixi Y pi > pii

EXEMPLE. Soita < b deuxréels et p :]a, b[— R une fonction continue et intégrable
sur [a,b]. L'espace H = C%([a,b],R), des fonctions continues sur [a,b], muni du

b
produit scalaire (f, g) := / p(x)f(x)g(x)dx est un espace préhilbertien.

Soit F, := R,[X] l'espace des polyndmes de degré < n. F est de dimension
n+1let{l,x...,x"} estunebasedeF.

n .
Alors pour tout f € H, la projection orthogonale Prf = ) a;x', de f sur F est

déterminée par le systeme =

Ly &1 - (1) ag {(f,1)

a e o @) \a) i)
Par exemple, si p = 1 et [a,b] = [0, 1], la matrice de Gram du produit scalaire dans
labase {1,x...,x"} est la matrice A = (a;;)o<;j<n OU aj; = lﬂ% cette matrice est

appelée matrice de Hilbert.



