
Chapitre 3

Espaces de Hilbert

3.1 Forme sesquilinéaire et produit scalaire
Dans ce chapitre K = R ou C.

3.1.1 DÉFINITION
Soient E et F deux espaces vectoriels sur C ; une application f : E ! F est dite
antilinéaire si, pour tous x, y 2 E et tout l 2 C on a f (x + y) = f (x) + f (y) et
f (lx) = l f (x).

3.1.2 REMARQUE
La composition d’une application linéaire et d’une application antilinéaire est une
application antilinéaire.
La composition de deux (ou d’un nombre pair) d’application antilinéaires est une
application linéaire.

3.1.3 DÉFINITION
Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle forme sesquilinéaire (à droite) sur E
une application j : E ⇥ E ! K telle que, pour tout y 2 E, application x 7! j(x, y)
soit linéaire et telle que pour tout x 2 E, application y 7! j(x, y) soit antilinéaire.

Remarquons que si K = R, une forme sesquilinéaire est une forme bilinéaire. Rap-
pelons q
u’une forme bilinéaire j(x, y) sur un espace vectoriel complexe (respectivement
réel) est dite hermitienne (respectivement symétrique) si, pour tous x, y 2 E, on a
j(x, y) = j(x, y) (respectivement j(x, y) = j(x, y)).
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3.1.4 PROPOSITION (IDENTITÉ DU PARALLÉLOGRAMME)
Soit j : E ⇥ E ! K une forme sesquilinéaire alors, pour tous x, y 2 E :

j(x + y, x + y) + j(x � y, x � y) = 2(j(x, x) + j(y, y)).

Démonstration: Des propriétés d’une forme sesquilinéaire on a le développements
suivants :

j(x + y, x + y) = j(x, x) + j(x, y) + j(y, x) + j(y, y), (3.1.1)

j(x � y, x � y) = j(x, x) � j(x, y) � j(y, x) + j(y, y), (3.1.2)

pour tous x, y 2 E et la somme membre à membre donne le résultat. ⌅

3.1.6 PROPOSITION (IDENTITÉ DE POLARISATION)
Soit j : E ⇥ E ! K une forme sesquilinéaire alors pour tous x, y 2 E :
1)

2(j(x, y) + j(y, x)) = j(x + y, x + y) � j(x � y, x � y).

2) Si K = R et j est symétrique :

4j(x, y) = j(x + y, x + y) � j(x � y, x � y).

3) Si K = C :

4j(x, y) = j(x + y, x + y)� j(x � y, x � y)+ ij(x + iy, x + iy)� ij(x � iy, x � iy)

En particulier, pour connaitre une forme sesquilinéaire ou une forme bilinéaire
symétrique j sur E, il suffit de connaitre j(x, x) pour tout x 2 E.

Démonstration: 1) La différence membre à membre des équations 3.1.1 et 3.1.2 donne
le résultat.

2) Dans 1) on remplace j(y, x) par j(x, y).
3) Soit U4 l’ensemble des racines 4ième de l’unité, i.e. U4 = {1, �1, i, �i}, alors la

somme à droite de l’égalité s’écrit
X

z2U4

zf(x + zy, x + zy).

Les propriétés d’une forme sesquilinéaire, donne :
j(x + zy, x + zy) = j(x, x) + j(zy, x) + j(x, zy) + j(zy, zy) =

= j(x, x) + zj(y, x) + z j(x, y) + zzj(y, y), 8x, y 2 E, z 2 C.

Si z 2 U4, alors zz = 1 et le développement précédent donne

zj(x + zy, x + zy) = zj(x, x) + z

2
j(y, x) + j(x, y) + zj(y, y),
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et en prenant la somme sur z 2 U4 on aura :
X

z2U4

zj(x + zy, x + zy) =

j(x, x)(
X

z2U4

z) + j(y, x)(
X

z2U4

z

2) + j(x, y)(
X

z2U4

1) + j(y, y)(
X

z2U4

z),

et en utilisant les identités
X

z2U4

z =
X

z2U4

z

2 = 0, on obtient l’égalité. ⌅

3.1.8 COROLLAIRE
Soient E un espace vectoriel complexe et j une forme sesquilinéaire sur E ; les
conditions suivantes sont équivalentes :
1) j est hermitienne ;
2) pour tout x 2 E, on a j(x, x) 2 R.

Démonstration: Si j est hermitienne j(x, x) = j(x, x), d’où j(x, x) 2 R.
Pour montrer la réciproque, on pose F(x, y) = j(x, y) � j(y, x). Alors F est

une forme sesquilinéaire. Par hypothèse, pour tout x 2 E, F(x, x) = 0 et par la
proposition 3.1.6, F est nulle i.e. pour tous x, y 2 E, j(x, y) = j(y, x). ⌅

3.1.10 REMARQUE
Si j est hermitienne alors, pour tous x, y 2 E :

j(x + y, x + y) = j(x, x) + 2 Re j(x, y) + j(y, y),

j(x � y, x � y) = j(x, x) � 2 Im j(x, y) + j(y, y).

3.1.11 DÉFINITION
Une forme hermitienne j sur un espace vectoriel E est dite positive si, pour tout
x 2 E, le nombre j(x, x) � 0.

3.1.12 PROPOSITION (INÉGALITÉ DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soit E un K-espace vectoriel et j une forme hermitienne positive sur E, pour tous
x, y 2 E on a

|j(x, y)|2  j(x, x)j(y, y).
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Démonstration: Soient x, y 2 E et l 2 K de module 1 tel que lj(x, y) = |j(x, y)|.
Pour tout t 2 R, j(lx + ty, lx + ty) est positif. Or

j(lx + ty, lx + ty) =j(lx, lx) + 2t Re j(lx, y) + t2
j(y, y)

=j(x, x) + 2t|j(x, y)| + t2
j(y, y)

Ce polynôme du deuxième degré en t est positif pour tout t 2 R, donc son discri-
minant est négatif ou nul. On aura donc |j(x, y)|2 � j(x, x)j(y, y)  0. ⌅

3.1.14 DÉFINITION
Si la forme hermitienne est définie positive i.e. pour tout x 2 E � {0}, j(x, x) > 0,
on dit que c’est un produit scalaire.
On définit dans ce cas une norme sur E en posant pour tout x 2 E :

kxk := (j(x, x))1/2

Nous noterons le plus souvent, un produit scalaire par hx, yi et la norme induite
kxk = (hx, xi)1/2 =

»
hx, xi.

3.1.15 DÉFINITION
Un espace préhilbertien est la donnée d’un K-espace vectoriel E et d’un produit sca-
laire sur E.
Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour le norme induite par
le produit scalaire.

3.1.16 REMARQUE
Tout sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertienest un espace préhilbertien.
Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est un espace de Hilbert.

3.1.17 EXEMPLE. 1) L’espace Kn est un espace de Hilbert , où le produit scalaire est dé-
fini par hx, yi =

Pn
k=1 xkh̄k, pour tout x = (x1, · · · , xn), y = (h1, · · · , hn) 2 Rn.

2) Soit A = (aij)1i,jn 2 Mn(R) une matrice hermitienne,
i.e. aij = aji. Alors l’application fA de K ⇥ K dans K définie par fA(x, y) =
hAx, yi est une forme hermitienne.

i) fA est positive si et seulement si les valeurs propres de A sont positives.

ii) fA est un produit scalaire si et seulement si les valeurs propres de A sont
strictement positives.
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3) Soit `2(N, K) = {(xk)k2N 2 KN :
•X

k=0
|xk|2 < •} est un espace de Hilbert muni

du produit scalaire hx, yi =
•X

k=1
xkh̄k.

4) L’espace de Lebesgue L2([a, b], C) , muni du produit scalaire (x, y) 7! hx, yi =
Z b

a
x(t) y(t) dt est un espace de Hilbert. Par contre C([�1, 1], C) muni du même

produit scalaire n’est pas un espace de Hilbert ; la norme induite n’est pas com-
plète.

3.1.18 Exercice Trouver une suite de cauchy de C([�1, 1], C) pour la norme k.k2 qui n’y
converge pas.

Deux vecteurs x et y d’un espace préhilbertien E sont dits orthogonaux si
hx, yi = 0, on notera par x ? y. Pour deux vecteurs orthogonaux x et y on a
(Théorème de Pythagore) :
kx + yk2 = kxk2 + kyk2 Soit y 2 E un vecteur unitaire (kyk = 1), la projection de
x 2 E le long de y est donnée par xk = hx, yiy et on pose x? = x � xk. Alors, x?
est orthogonal à xk, car

hx?, xki = hx � hx, yiy, hx, yiyi = hx, yihx, yi � hx, yihx, yihy, yi = 0

Ainsi d’après le théorème de Pythagore :

kxk2 = kxk + x?k2 = kxkk2 + kx?k2 = |hx, yi|2 + kx?k2

d’où on a kxk � |hx, yi|. Comme conséquence une nouvelle démonstration de
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour une forme hermitienne définie positive i.e.
un produit scalaire :

3.1.19 THÉORÈME (INÉGALITÉ DE CAUCHY-SCHWARZ)
Soit E un espace préhilbertien. Alors pour tout x, y 2 E on a :

|hx, yi|  kxk.kyk

Démonstration: Si y = 0 l’inégalité est évidente. Sinon, on pose z = y
kyk et de ce qui

précède on aura kxk � |hx, zi| = |hx,yi|
kyk . ⌅

3.1.21 COROLLAIRE
Soit E un espace préhilbertiensur K. Alors
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1. le produit scalaire est forme sesquilinéaire continue.

2. la fonction k · k : E ! R+ définie par kxk =
»

hx, xi, est une norme sur E.

3. Pour tous x, y 2 E, on a l’identité du parallélogramme :

kx + yk2 + kx � yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

4. On a les identités de polarisation, qui permettent de retrouver le produit sca-
laire à partir de la norme :

(i) Si E est réel alors hx, yi =
1
4
Ä
kx + yk2 � kx � yk2ä ;

(ii) Si E est complexe alors hx, yi =
1
4

3X

k=0
ikkx + ikyk2.

Démonstration: Exercice ( les points 3) et 4) sont des cas particuliers des propositions
3.1.4 et 3.1.6). ⌅

Les espaces préhilbertiens sont des espaces vectoriels normés particuliers, il
est natural de se demander sous quelles conditions un espace normé est un espace
préhilbertien, c-à-d sous quelle condition une norme est induite par un produit
scalaire.

Ainsi une condition nécessaire pour qu’un espace vectoriel normé sa norme
vérifie l’identité du parallélogramme. En fait cette condition est aussi suffisante :

3.1.23 THÉORÈME (VON NEUMANN)
Soit (E, k · k) un espace vectoriel normé.

E est un espace préhilbertien si et seulement si sa norme satisfait l’identité du
parallélogramme 3.

Démonstration: ( voir le TD ) . ⌅

3.1.25 EXEMPLE. Soit Cn muni de la norme k.k1, n’est pas un espace préhilbertien.
En effet, si on prend pour x le vecteur tel que x1 = 1 et les autres coordonnées

nulles et y le vecteur tel que y2 = 1 et et les autres coordonnées nulles, on aura
kxk1 = kyk1 = 1, et kx + yk1 = kx � yk1 = 2, qui ne satisfait pas à l’identité du
parallélogramme .
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3.1.26 EXEMPLE. Soient a < b des réels. C([a.b], C), muni de k.k• n’est pas un espace
préhilbertien.
En effet, on considère les fonctions x, y 2 C([a, b]) définies par x(t) = 1, y(t) =
t�a
b�a , t 2 [a, b]. Alors

kxk• = kyk• = 1

et
kx + yk• = max

atb

����1 +
t � a
b � a

���� = 2, kx � yk• = max
atb

����1 � t � a
b � a

���� = 1,

d’où kx + yk2
• + kx � yk2

• 6= 2(kxk2
• + kyk2

•).

3.1.27 EXEMPLE. L’espace `p(N) (p � 1, p 6= 2) n’est pas un espace préhilbertien. En ef-
fet, si x = (1, 1, 0, 0, · · · ) et y = (1, �1, 0, 0, · · · ) alors kxkp = kykp = 21/p, kx + ykp =
kx � ykp = 2. Donc l’identité du parallélogramme n’est pas satisfaite.

Montrons que L1([0, 1]) n’est pas un espace préhilbertien. Soit f = 1[0,1/2] et
g = 1[1/2,1]. Alors k f k1 = kgk1 = 1

2 , et k f + gk1 = k f � gk1 = 1. D’où 12 + 12 =

2 6= 1 = 2
Ä1

2
ä2

+ 2
Ä1

2
ä2 .

3.1.28 Exercice Qu’en est-il de Lp([0, 1], K) = {x : [0, 1] ! K :
R 1

0 |x(t)|p dt < •}
pour p 2 [1, +•]?

3.1.29 DÉFINITION
Soit (H1, h, i1 et (H2, h, i2) deux espaces préhilbertiens.

1. Une application linéaire F : H1 ! H2 est une isométrie si : pour tout x 2 H1,
kF(x)k2 = kxk1.

2. L’application est dite unitaire si elle est en plus bijective.

3.1.30 Exercice Montrer qu’une application linéaire F : H1 ! H2 entre espaces préhil-
bertiens est une isométrie si et seulement si pour tout x, y 2 H1 on a

hF(x), F(y)i2 = hx � yi1.

Tout espace préhilbertienest isomorphe à un sous-espace dense d’un espace de
Hilbert par complétion.

3.1.31 THÉORÈME
Soit (E, h, i) un espace préhilbertien. Il existe un espace de Hilbert (H , h, i) et une
isométrie linéaire F : E ! H tels que F(E) soit dense dans H .

On dit que H est un complété de E. Ce complété est unique à isomorphisme
isométrique près.
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Démonstration: C’est une conséquence des théorèmes de complétion d’un espace
métrique et de l’unicité du prolongement des applications uniformément conti-
nues, voir 1.3.15. ⌅

3.2 Orthogonalité
D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour des espaces réels, si x, y sont tous

les deux non nuls, alors �1  hx,yi
kxk kyk  1, et donc l’angle entre x et y peut être

défini par q = cos�1
Å

hx,yi
kxk kyk

ã
. Pour les espaces complexes, le problème est plus

difficile, comme le produit scalaire hx, yi est à valeurs complexes il n’est pas clair
ce que “angle" signifie dans ce cas. Néanmoins, un cas particulier, très important,
peut être considéré, à savoir le cas hx, yi = 0.

3.2.1 DÉFINITION
Soit H un espace préhilbertiensur K. Deux vecteurs x, y 2 H sont dits orthogonaux
si hx, yi = 0, et qu’on note x?y .

On va généraliser cette notion, à des ensembles.

3.2.2 DÉFINITION
Soit H un préhilbertienet soit A un sous-ensemble de H. Un vecteur x 2 H et
l’ensemble A sont dits orthogonaux dans H si x est orthogonal à tout vecteur de
A, qu’on note x?A. L’orthogonal de A est l’ensemble

A? = {x 2 H : x?A}(= {x 2 H : x?a 8 a 2 A} = {x 2 H : hx, ai = 0, 8 a 2 A}),

i.e. l’ensemble A? formé des vecteurs de H qui sont orthogonaux à tout vecteur
de A (Si A = ∆ alors A? = H).

Soient M et N deux sous-ensembles de H. M et N sont orthogonaux si pour
tout x 2 M, y 2 N, x?y, et qu’on note M?N.

3.2.3 EXEMPLE. Si E = R3 et A = {(a1, a2, 0) : a1, a2 2 R}, alors A? = {(0, 0, x3) : x3 2
R}.

3.2.4 PROPOSITION
Soit E est un préhilbertien.
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1) Pour tout x, y 2 E
(a) x?y , kx + yk2 = kxk2 + kyk2; si K = R (Le théorème de Pythagore)
(b) x?y , kx + yk2 = kxk2 + kyk2 et kx + iyk2 = kxk2 + kyk2; si K = C.

2) Si B ⇢ A, alors A? ⇢ B?.
3) A? est un sous-espace fermé de E.
4) A ⇢ (A?)?.

Démonstration: 1. Comme kx + yk2 = hx + y, x + yi = kxk2 + hx, yi+ hy, xi+ kyk2 =
kxk2 + kyk2.

2. Soit x 2 B? et a 2 A. Alors a 2 B, d’où hx, ai = 0 pour tout a 2 A, i.e.
x 2 A?.

3. Soit x, y 2 A?, a, b 2 K. Alors hax + by, ai = ahx, ai + bhy, ai = 0, et
ax + by 2 A?, et donc A? est un sous-espace vectoriel de E. Soit {xn} une
suite de A? telle que {xn} converge vers x 2 E. La continuité du produit sca-
laire nous donne hx, ai = limn!•hxn, ai = 0, pour tout a 2 A. Ainsi x 2 A?.

4. Soit a 2 A. Pour tout x 2 A?, ha, xi = hx, ai = 0, d’où a 2 (A?)? c-à-d
A ⇢ (A?)?. ⌅

3.2.6 PROPOSITION
Soit F un sous-espace vectoriel d’un préhilbertienE. Alors x 2 F? si et seulement
si kx � yk � kxk pour tout y 2 F.

Démonstration: ")" Soit x 2 F?, pour tout y 2 F, x?y, et x?(�y). D’après (a) du
Lemme 3.2.4, kx � yk2 = kxk2 + k(�1)yk2 = kxk2 + kyk2 � kxk2.
"(" Supposons que kx � yk2 � kxk2 pour tout y 2 F. Soit y 2 F. Si y = 0 alors
hx, yi = 0. Si y 6= 0, alors ay 2 F pour tout a 2 K car F est un sous-espace vectoriel.
Ainsi kxk2  kx � ayk2 = hx � ay, x � ayi = kxk2 + |a|2kyk2 � ahx, yi � ahx, yi.
En posant a = hx, yi

¿
kyk2 dans l’inégalité, on aura |hx,yi|2

kyk4 kyk2 � |hx,yi|2
kyk2 � |hx,yi|2

kyk2 �
0, qui donne hx, yi = 0 pour tout y 2 F\{0}, alors pour tout y 2 F. D’où x 2 F?.⌅
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3.3 Projection hilbertienne et conséquences

3.3.1 THÉORÈME (PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ)
Soit E un espace préhilbertienet C un convexe non vide et complet de E. Alors
pour tout x 2 E, il existe un unique q 2 C, noté PC(x), tel que

kx � qk = d(x, C) = inf
a2C

kx � ak.

De plus, PC(x) est caractérisé par les propriétés
®

PC(x) 2 C
Rehx � PC(x), y � PC(x)i  0 8y 2 C (3.3.1)

3.3.2 REMARQUE
Cette inégalité traduit le fait que l’angle entre les vecteurs x � PC(x) et y � PC(x)
est obtus. Par exemple si E = R2, elle se traduit par

cos(Ÿ�xPC(x)y) =
hx � PC(x), y � PC(x)i

kx � PC(x)kky � PC(x)k  0.

Démonstration: Soit r = inf{kx � ak : a 2 C}. Par définition de r, il existe une suite
{qn} de C telle que lim

n!+•
rn = kx � qnk ! r. Comme C est convexe, il s’en suit

que qn+qm
2 2 C pour tout n, m 2 N. D’où

���x � qn+qm
2

��� � r pour tout n, m 2 N.
L’identité du parallélogramme appliquée à x � qn et x � qm, nous donne

kqn � qmk2 = k(qn � x) + (x � qm)k2

= 2kqn � xk2 + 2kx � qmk2 � k(qn � qm) � 2xk2

= 2kqn � xk2 + 2kx � qmk2 � 4
����x � qn + qm

2

����
2

 2r

2
n + 2r

2
m � 4r

2 �����!
n,m!+•

0

(3.3.2)
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Ainsi {qn} ⇢ C est une suite de Cauchy, et par complétude de C, elle converge
vers un point q 2 C. Par suite kx � qk = r. Ce qui donne l’existence de q . Pour
l’unicité, on suppose qu’un q0 2 C vérifie kx � q0k = r. Alors (q + q0)/2 2 C car C
est convexe, et donc kx � 1

2(q + q0)k � r. L’identité du parallélogramme appliquée
à x � q0 et x � q donne 0  kq � q0k  4r

2 � 4r

2 = 0 Alors q0 = q, d’où l’unicité.
Enfin, étant donné y 2 C, pour tout l 2]0, 1] le vecteur (1 � l)PC(x) + ly � x, de
sorte que

0  k(1 � l)PC(x) + ly � xk2 � kPC(x) � xk2

= k(PC(x) � x) + l(y � PC(x))k2 � kPC(x) � xk2

= �2l Rehx � PC(x), y � PC(x)i + l

2ky � PC(x)k2

d’où Rehx � PC(x), y � PC(x)i  l

2 ky � PC(x)k2. En faisant tendre l vers 0+, on
obtient Rehx � PC(x), y � PC(x)i  0.
Inversement, soit w 2 C tel que Rehx � w, y � wi  0, 8y 2 C, alors on obtient
k(1 � l)w + ly � xk2 � kw � xk2 � 0 et en faisant tendre l vers 1�, on obtient
ky � xk2 � kw � xk2, 8y 2 C, c-à-d que w = PC(x). ⌅

En particulier si x = 0 on a :

3.3.4 COROLLAIRE
Tout ensemble convexe non vide et complet d’un espace préhilbertien a un unique
élément de norme minimale.

3.3.5 REMARQUE
Dans le cas particulier où E est un espace de Hilbert, C complet est équivalent à C
fermé.

3.3.6 COROLLAIRE
Sous les hypothèses du théorème 3.3.1 la projection PC est contractante (ou 1-
lipschitzienne) i.e. pour tous x, y 2 E, kPC(x) � PC(y)k  kx � yk

Démonstration: En effet, en écrivant x � y = PC(x) � PC(y) + x � y � PC(x) + PC(y),
et en développant kx � yk2, d’après la caractérisation de la projection, il vient,

kx � yk2 � kPC(x) � PC(y)k2 + kx � y � PC(x) + PC(y)k2,

d’où le résultat. ⌅



3. Espaces de Hilbert: Projection hilbertienne et conséquences 109

Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F est convexe non vide, d’où

3.3.8 COROLLAIRE (THÉORÈME DE LA PROJECTION HILBERTIENNE)
Soit F un sous-espace vectoriel complet de l’espace préhilbertienE et soit x 2 E.
Alors, il existe un unique q 2 F, noté PFx, tel que

kx � qk = d(x, F) := inf
a2F

kx � ak.

De plus, PFx est caractérisé par les propriétés
®

PFx 2 F
hx � PFx, yi = 0, 8y 2 F (3.3.3)

Démonstration: L’existence de PF est assuré par le théorème précédent. Il reste à
établir la caractérisation. Soit x 2 H et q = PFx. Pour tout y 2 F, y + q 2
F en appliquant la caractérisation du théorème précédent, on a Rehx � q, yi =
Rehx � q, (y + q)� qi  0 En remplaçant y par �y, iy et �iy on obtient Rehx � q, yi =
0 pour tout y 2 F. Inversement, si Rehx � w, yi = 0, 8y 2 F, pour un certain w 2 V,
alors Rehx � w, y � wi = 0 et k(1 � l)w + ly � xk2 � kw � xk2 � 0 et en faisant
tendre l vers 1�, on obtient ky � xk2 � kw � xk2 � 0, 8y 2 F, c-à-d que w = PFx.⌅
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Approximation dans les espaces préhilbertiens

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de dimension finie
n. Soit x 2 E, il s’agit de déterminer u 2 F qui minimise kx � yk, y 2 F, i.e.
la meilleure approximation de x dans F. Le téorème de la projection donne, u =
PF(x), qui est caractérisé (voir 3.3.3), par hx � u, yi = 0, pour tout y 2 F. On va
montrer que ce problème se ramène à la résolution d’un système linéaire.

On fixe une base B = {f1, . . . , fn} de F. Dans ce cas, pour tout x 2 E, le
problème de déterminer la projection de x sur F, revient à résoudre

®
Trouver u =

Pn
i=1 uifi 2 F solution de

Au = B (3.3.4)

où A = (aij)1i,jn avec aij = hfi, fji, est la matrice de Gram du produit scalaire

dans la base B et B =

Ü
hx, f1i

...
hx, fni

ê

.

En effet, la caractérisation 3.3.3 hx � u, yi = 0, 8y 2 F est équivalente à : pour
tout j 2 {1, . . . , n}, hu � Pn

i=1 uifi, fji = 0 i.e. Pn
i=1 uihfi, fji = hx, fji qui n’est

autre que le système d’équations Au = B.

3.3.10 PROPOSITION
L’erreur d’approximation de x par u = PF(x) est égale à

d(x, u) = kx � uk =

Ñ
kxk2 �

nX

i=1
uihx, fii

é 1
2

.

Démonstration: En effet kx � uk2 = hx � u, x � ui = hx, x � ui = hx, xi � hx, ui. ⌅

3.3.12 Exercice Montrer que la matrice de Gram est définie positive.

3.3.13 EXEMPLE (APPROXIMATION PAR LES MOINDRES CARRÉS.). Soit n nombres réels stric-
tement positifs pi > 0, i 2 {1, . . . , n} fixés, appelés "poids”. Etant donné un nuage
de n points (xi, yi)1in de R2, que l’on désire “ajuster” au mieux par une droite
affine, par rapport à la norme et relativement aux poids.

On cherche alors à minimiser la fonction f : R2 ! R+ définie par f (s, t) =
nX

i=1
pi (yi � sxi � t)2 . On va utiliser pour cela le résultat sur les projections hilber-

tiennes.
On prend pour H l’espace des fonctions définies sur l’ensemble fini {x1, . . . , xn}

et à valeurs dans R, i.e. H = { f : {x1, . . . , xn} ! R}, et comme produit scalaire
l’application définie par :

h f , gi :=
nX

i=1
pi f (xi)g(xi) pour tous f , g 2 H
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3.3.14 Exercice Montrer que (H, h, i) est un espace de Hilbert

Comme on veut approcher ce nuage de points par des droites affines, on va
choisir pour F l’espace vectoriel des droites affines, i.e. F = { f 2 H|9c, d 2 R, f =
cf1 + df0} où f0(x) = 1 et f1(x) = x pour tout x 2 {x1, . . . , xn}.

La fonction qui nous intéresse est la fonction f 2 H définie par f (xi) = yi et sa
projection sur F, PF f = af1 + bf0 est solution de

Ç
hf1, f1i hf0, f1i
hf1, f0i hf0, f0i

åÇ
a
b

å
=
Ç
h f , f1i
h f , f0i

å

ce qui revient à résoudre le système

à nX

i=1
pix2

i

nX

i=1
pixi

nX

i=1
pixi

nX

i=1
pi

í
Ç

a
b

å
=

à nX

i=1
piyix2

i

nX

i=1
piyi

í

d’où

Ç
a
b

å
=

à nX

i=1
pix2

i

nX

i=1
pixi

nX

i=1
pixi

nX

i=1
pi

í�1à nX

i=1
piyix2

i

nX

i=1
piyi

í

.

3.3.15 EXEMPLE. Soit a < b deux réels et p :]a, b[! R une fonction continue et intégrable
sur [a, b]. L’espace H = C0([a, b], R), des fonctions continues sur [a, b], muni du

produit scalaire h f , gi :=
Z b

a
p(x) f (x)g(x) dx est un espace préhilbertien.

Soit Fn := Rn[X] l’espace des polynômes de degré  n. F est de dimension
n + 1 et {1, x . . . , xn} est une base de F .

Alors pour tout f 2 H, la projection orthogonale PF f =
nX

i=0
aixi, de f sur F est

déterminée par le système
Ü

h1, 1i hx, 1i · · · hxn, 1i
... · · · · · · ...

h1, xni hx, xni · · · hxn, xni

êÜ
a0
...

an

ê

=

Ü
h f , 1i

...
h f , xni

ê

.

Par exemple, si p ⌘ 1 et [a, b] = [0, 1], la matrice de Gram du produit scalaire dans
la base {1, x . . . , xn} est la matrice A = (aij)0i,jn où aij = 1

i+j+1 cette matrice est
appelée matrice de Hilbert.


